ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 9

Полиномиальная аппроксимация непрерывной на отрезке функции

Цель работы: Выполнить методом наименьших квадратов полиномиальную аппроксимацию непрерывной на отрезке функции.

Общие сведения

Аппроксимация (от латинского "approximate" -"приближаться")- приближенное выражение каких-либо математических объектов (например, чисел или функций) через другие более простые, более удобные в пользовании или просто более известные. В научных исследованиях аппроксимация применяется для описания, анализа, обобщения и дальнейшего использования эмпирических результатов. 
Как известно, между величинами может существовать точная (функциональная) связь, когда одному значению аргумента соответствует одно определенное значение, и менее точная (корреляционная) связь, когда одному конкретному значению аргумента соответствует приближенное значение или некоторое множество значений функции, в той или иной степени близких друг к другу. При ведении научных исследований, обработке результатов наблюдения или эксперимента обычно приходиться сталкиваться со вторым вариантом. При изучении количественных зависимостей различных показателей, значения которых определяются эмпирически, как правило, имеется некоторая их вариабельность. Частично она задается неоднородностью самих изучаемых объектов неживой и, особенно, живой природы, частично обуславливается погрешностью наблюдения и количественной обработке материалов. Последнюю составляющую не всегда удается исключить полностью, можно лишь минимизировать ее тщательным выбором адекватного метода исследования и аккуратностью работы. Поэтому при выполнении любой научно-исследовательской работы возникает проблема выявления подлинного характера зависимости изучаемых показателей, этой или иной степени замаскированных неучтенностью вариабельности значений. Для этого и применяется аппроксимация - приближенное описание корреляционной зависимости переменных подходящим уравнением функциональной зависимости, передающим основную тенденцию зависимости (или ее "тренд"). 
При выборе аппроксимации следует исходить из конкретной задачи исследования. Обычно, чем более простое уравнение используется для аппроксимации, тем более приблизительно получаемое описание зависимости. 
Поэтому важно считывать, насколько существенны и чем обусловлены отклонения конкретных значений от получаемого тренда. При описании зависимости эмпирически определенных значений можно добиться и гораздо большей точности, используя какое-либо более сложное, много параметрическое уравнение. Однако нет никакого смысла стремиться с максимальной точностью передать случайные отклонения величин в конкретных рядах эмпирических данных. Гораздо важнее уловить общую закономерность, которая в данном случае наиболее логично и с приемлемой точностью выражается именно двухпараметрическим уравнением степенной функции. Таким образом, выбирая метод аппроксимации, исследователь всегда идет на компромисс: решает, в какой степени в данном случае целесообразно и уместно "пожертвовать" деталями и, соответственно, насколько обобщенно следует выразить зависимость сопоставляемых переменных. Наряду с выявлением закономерностей, замаскированных случайными отклонениями эмпирических данных от общей закономерности, аппроксимация позволяет также решать много других важных задач: формализовать найденную зависимость; найти неизвестные значения зависимой переменной путем интерполяции или, если это допустимо, экстраполяции. 
Здесь будет рассмотрена полиномиальная аппроксимация. Это означает, что наша задача состоит в том, что, опираясь на начальные данные (функция и отрезок), необходимо найти такой полином, отклонение линии которого от графика начальной функции будет минимальным. 
Наиболее популярным методом полиномиальной аппроксимации является метод наименьших квадратов. В Excel он реализуется при помощи диаграммы и линии тренда. 

Разберем данный метод в Excel. 

Начальные данные: 
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Сначала нам необходимо разбить данный отрезок при помощи "Чебышевского" разбиения, т.к. данный вид разбиения всегда дает более точный результат. 
В колонке I(рис. 1) записываем числа от 0 до 8, т.к. отрезок разбиваем на 8 частей. 
В колонке z ячейки вычисляем по формуле: -COS(3,141593*I/8). Для вычисления каждой ячейки используем соответствующее ей I. 
Значение каждого x находим по формуле: 2*z + 1. 
В колонке F(x) вычисляем значение данной функции для каждого x. 
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Рисунок 1
Далее в ячейках H2,I2,J2 задаем начальные значения коэффициентов a, b и c в искомом полиноме (рис. 2). 
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Рисунок 2

В столбце F со 2 по 10 ячейки вычисляем значения отклонений, т.е. модуль разности между значением начальной функции и найденным полиномом. 

Формула: ABS((1+x^2)^0,5+2^(-x)-($H$2*x^2+$I$2*x+$J$2)). 

В ячейке F11 вычисляется сумма отклонений, а в ячейке F12 среднее отклонение (рис. 3). 
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Рисунок 3

С помощью "Мастера диаграмм" строим точечную диаграмму, исходя из данных столбцов x и F(x). Теперь во вкладке "Диаграмма" выбираем "Добавить линию тренда" и устанавливаем необходимый флажок для того, чтобы показать уравнение на диаграмме (рис. 4). 
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Рисунок 4
Теперь подставляем коэффициенты из полученного уравнения в ячейки H2, I2 и J2 (рис. 5). 
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Рисунок 5

Как видно, среднее отклонение равно 0,117006252. 

Найденный полином: 0,363x² - 0,6901x + 2,2203. 
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